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МАТЕМАТИЧНЕ  МОДЕЛЮВАННЯ  ЛОКАЛЬНО-ОДНОРІДНИХ  
ВИПАДКОВИХ  ПОЛІВ  ВИПРОМІНЮВАННЯ  БІОТКАНИН 
 
Денисов М.О., Національний технічний університет України “Київський політехнічний 
інститут”, м. Київ, Україна 
 
В роботі розглянуто математичне моделювання складної структури біотканини в полі 
зору оптичної системи як локально-однорідного випадкового поля променистості. Наведені 
математичні  вирази для  визначення  статистичних  характеристи   полів  променистості, 
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що дотикаються або перекриваються 
 
Вступ 
Одним з пріоритетних напрямків розвитку сучасної медицини є впрова-
дження в клінічну практику мінімально інвазивних технологій. Суттєве місце 
серед систем мінімально інвазивної клінічної медицини (МІКМ) мають діагнос-
тичні та моніторінгових незображуючі волоконно-оптичні системи (НВОС), в 
яких об’єктом дослідження виступає біотканина (БТ), а інформаційним сигна-
лом - оптичне випромінювання, трансформоване при проходженні через дослі-
джувану біотканину. 
 
Постановка задачі 
При розробці діагностичних та моніторінгових систем мінімально інвазив-
ної клінічної медицини важливе значення набуває математичне моделювання 
інформаційного сигналу від складної структури біотканини, що потрапляє до 
поля зору інформаційного каналу незображуючих волоконно-оптичних систем. 
 
Модельне представлення складної структури біотканини 
Переважна більшість полів випромінювання  біологічних  тканин  для  цілей 
діагностики та моніторінга може бути представлена у вигляді двомірних лока-
льно-однорідних випадкових полів «імпульсного» типа. Вони характеризують-
ся наявністю в певній області , що співпадає з полем зору інформаційного ка-
налу НВОС, випадкового числа зон i різної площі S(i), котрі відповідають 
різноманітним морфологічним структурам живої біотканини та можуть бути 
представленими однорідними полями променистості, що для кожної із зон i, 
повністю характеризуються параметрами i, mSi та Ii, де i  - параметр основно-
го пуасонівського процесу що дорівнює середній кількості «імпульсів» в оди-
ничній площі, mSi – середня площа «імпульсів»,  Ii – інтенсивність випадкового 
поля променистості [1]. 
Можливі два різновиди взаємного зв’язку однорідних полів променистості, 
що складають результуюче локально-однорідне поле променистості, а саме: 
-  поля променистості, що перекриваються; 
-  поля променистості, що дотикаються. 
Перші залежно від розташування по відношенню до інформаційного каналу 
НВОС характеризуються наявністю глибинного та поверхневого однорідних 
полів променистості. Другі характеризуються наявністю у полі зору 
інформаційного каналу НВОС спільної границі, що розділяє різні зони i.  
При цьому фізичні процеси формування променистості окремих зон, що 
складають результуюче поле, можуть бути різними завдяки відбитому чи розсі-
яному біотканиною випромінювання зовнішніх джерел випромінювання або 
внаслідок власного чи вторинного випромінювання біотканин. 
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Статистичні характеристики локально-однорідних полів променистості 
біотканин 
Для полів випромінювання, що перекриваються, результуюче поле проме-
нистості Lр у довільній точці «А», яке формується накладанням поверхневого 
поля променистості L2 на глибинне поле променистості L1, може бути описане 
наступними статистичними характеристиками (математичне очікування, коре-
ляційна та нормована кореляційна функції): 
      
1 2 1 1 1 2 2pL L L S S
m A m A m A m m          2  ,                 (1) 
          
1 2
2
1 1 1 2 2L L LR l R l R l m l m l            22  ,                    (2) 
 
          2 21 1 1 2 2 2
1 1 1 2 2 2
pL
m l m l
r l
m m
                 
 
,                                     (3) 
де   - інтенсивність глибинного поля променистості L  11
0
1121 dLLpLI  
 lm1
1, 
що приведена до відстані поверхневого поля променистості з урахуванням 
ослаблення 12 ; ~  та m2 l~  - площі перетину «імпульсів» відповідно глибин-
ного та поверхневого полів променистості, центри яких відстоять на інтервал 
кореляції l, визначаються згідно [2]: 
  22 arccos 1
42 2i Si SiSi Si
l lm l m
mm m
 l        
  .                       (4) 
Для полів випромінювання, що дотикаються математичне очікування про-
менистості результуючого локально-однорідного поля в довільній точці «А» 
визначається з урахуванням наявності границі розділу двох однорідних полів 
променистості, що його складають: 
             
1 2 1 1 1 2 2L L L A A
m A m A m A m l m l           2  ,              (5) 
де   Alm1  та  Alm2   - площі фігур, що у відповідності до властивості «дзерка-
льної симетрії» [1] являють собою геометричне місце центрів «імпульсів» пер-
шого та другого однорідних полів променистості, відповідно, що перекрили то-
чку «А» поля, яка відстоїть на відстані  від границі їх розділення. Al
Для випадку прямолінійної у межах поля зору приймальної оптичної систе-
ми границі розділу справедливими є вирази: 
  21 1
11 1
1 2 arccos 1 ,
2
A A A
A
l l lm l m
mm m
                         
          (6) 
  22 2 1
11 1
1 2 arccos 1 ,
2
A A A
A
l l lm l m m
mm m
                          
       (7) 
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де  i
i
mr    - радіуси «імпульсів» однорідних полів променистості, що склада-
ють результуюче локально-однорідне поле променистості. 
Характер перехідного процесу, що має місце в області взаємної кореляції 
 залежить від параметрів кожного з полів, що взаємодіють, а 
саме: 
 maxmax rxr 
 iii Lpm ,,

 , але в першу чергу від радіусів «імпульсів» .  ir
Для статистичного опису області взаємної кореляції однорідних полів про-
менистості, що дотикаються, необхідним є введення додаткових параметрів:  
та  - інтервалів кореляції першого та другого полів променистості, відповід-
но, які відраховуються від границі їх розділу; δ - зміщення границі розділу од-
норідних полів променистості, що дотикаються, від її центрального (нульового) 
положення (рис. 1).  
1l
2l
 
y
 
 
r1 r2
r1
r2 
В х А
1 2 
-
l2-l1 
l
Рис. 1.  Двомірні поля променистості імпульсного типу, що дотикаються 
 
При цьому за позитивне направлення приймається направлення осі «х» від 
першого однорідного поля променистості до другого. З урахуванням заявлених 
припущень справедливими є вирази: 
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 
1 1
2 2
1 2
, 0
2
, 0
2
, 0
2 2
ll l l
ll l
l l l
      
l
           
. 
Згідно визначенню взаємної кореляційної функції та прийнятої моделі фор-
мування однорідних полів променистості: 
        
1 2 1 2
2 2
1 2 1 1 1 2 2 2, , ,L L L L , ,R l R l l m l m l                           (9) 
де  ,im l   - площа фігури, що являє собою геометричне місце центрів «імпуль-
сів» і-го типу, що одночасно накрили точки «А» та «В» однорідних полів про-
менистості різного типу, які відстоять одна від одної на інтервал кореляції . l
При цьому нормована кореляційна функція однорідних полів променистос-
ті, що дотикаються, визначається як: 
 
            1 2
2 2
1 1 1 2 2 2
2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 1 1 1 1 2 2 2 2 2
, ,
,L L
m l m l
r l
m l m l m l m l
                            
 

,  (10) 
де   ji lm  - площа фігури, що є геометричним місцем центрів «імпульсів»     і-
го типу, що накрили довільну точку і-го однорідного поля променистості, що 
відстоїть на відстані   від границі розділення полів, що дотикаються; а jl   jiiji lmmlm  . 
Для прямолінійної в межах кутового поля зору приймальної оптичної сис-
теми границі розділення однорідних полів променистості вірними є наступні 
співвідношення для визначення  ,~ lmi  залежно від зміщення границі розді-
лення полів від її центрального (нульового) положення: 
 
 0  0  0  
 ,~1 lm   2
~
1 lm
    111~ lmlm    21 lm  
 
2
~
2 lm    222~ lmlm  12 lm ,~2 lm     
 
  ji lm lmi~Тут  визначається за формулою (4), а  – за формулами (6) та (7) з 
урахуванням простих співвідношень: 
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    



 ji
ji
lmm
lm
lm
Aii
Ai
ji ,
,
.                                      (11) 
 
Легко бачити з (10), що нормована взаємно кореляційна функція є не-
від’ємною тривимірною функцією змінних  l та δ, або l  та  l  . 1 2
Як приклад розглянемо нормовану взаємно кореляційну функцію двох ви-
падкових полів променистості, що дотикаються, з наступними вихідними пара-
метрами: 21 5.0 mm 21   , І  = І  та 1 2   при умові наявності між ними прямо-
лінійної границі розділення (рис. 2а). Перетин просторової фігури, що являє со-
бою нормовану взаємно кореляційну функцію, довільною площиною, що про-
ходить через вертикальну ось, являє собою графік цієї функції при фіксованому 
значенні зміщення δ, причому 
 
 1 21 10,5 1 0,5 1 0,5 ,1
tgl l tg l
tg tg
                                        (12) 
1
2
0ltg
l
    – кут між фронтальною площиною (lде 1 = 0) та довільною площи-
ною, що проходить через вертикальну ось. 
Перетин цієї ж фігури довільними горизонтальними площинами дає графік 
ізоліній (рис. 2б), а перетин довільними циліндричними поверхнями співосни-
ми до вертикальної осі   
1 2
,L Lr l  , при довільних значеннях радіусів зазначених 
поверхонь, що визначають граничний інтервал кореляції  полів 
променистості, що дотикаються, являє собою графік еквідистант (рис. 2в). За-
штрихована ділянка на графіку ізоліній відповідає зоні відсутності взаємної ко-
реляції для будь-яких значень зміщення δ. 
max20 rl 
Немає проблеми побудувати аналогічні графіки нормованої взаємної коре-
ляційної функції для інших значень вихідних даних параметрів однорідних по-
лів променистості, що дотикаються i ,  та  Іim і . На рис. 3 наведені значення 
функції  в перетині її площиною  δ = 0 для деяких значень коефіцієнтів 
, ,  , де: 

1 2
,L Lr l 
1 1
, ,i i
i i
r
r 1
i
i  
        .                                      (13) 
 
Висновки 
Зміна вихідних параметрів випадкових однорідних полів променистості, що 
дотикаються або перекриваються, надає можливість опису різних станів ре-
зультуючого поля променистості біотканини, а саме: 
21 mm 21  а) при , І  = І  та  має місце ізотропне, однорідне, стаціонар- 1 2 
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l,l1,відн.од. 
[=0,5l] 
r L1L2 (l,),відн.од.
-r1 
-r2 
-2r1 
-2r2 
0 r2 r1 
2r1 2r2 
1,0 
0,8 
0,6 
0,4 
0,2 
 
 
[=0,5l(-1)] 
 


  
 -10,5l
l 
l 
l 
[= 0] 
l,l ,відн.од. 2
[=-0,5l] 
Рис. 2,а. Нормована взаємно кореляційна функція  rL1L2 (l,) однорідних ви-
адкових полів променистості, що дотикаються (п  =  , I  = I , m  = 0,5m ) 1 2 1 2 1 2
 
 
 r  L1L2
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
l,l ,відн.од. 2r2 2r2 r1 r 2 1,00 [=-0,5l]  0. 0 0,8 0.2-r1 0 0,6
l=r1 -r2 
 
 
Рис. 2,б. Графік ізоліній                                    Рис. 2,в. Графік еквідистант 
                функції  rL1L2 (l,)                                                 функції  rL1L2 (l,) 
0
0,2
0,4[=0,5l(-1)]
l 
-2r1 l l=r2 
0,5l -0,5l 0,5l(-1)  
-10,5l
l=2r1  
=0] 
-2r2 
l,l1,відн.од. 
[=0,5l] 


  
 -10,5l
l 
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0
0,2
0,4
0,6
0,8
1,0
r1 r2 2r22r1
r ( ), iL1L2 l, в дн.од.
l, iв дн.од.
а б в
г
д
 Рис. 3.  Нормована функція взаємної кореляції однорідних випадкових полів 
променистості, що дотикаються, за умови  прямолінійності границі їх розділу: 
a – 2 2 = 0.5,   = 1;  
б – 2 2 = 0.5,   = 2;  
   в – 2 2 = 0.5,   = 0.5; 
 г – 2 2 = 0.5,   → 0;  
 д – 2 2 = 0.5,   → ∞ 
 
 
 
не поле променистості, при цьому формули (1)-(3) та (5), (9), (10) трансформу-
ються в (1), (3) та (4) [3]; 
б) при 21   , І1 = І  та 21 mm 2  має місце просторова анізотропія одноро-
дного стаціонарного поля променистості; 
21 mm 21  в) при , І  ≠ І  та 1 2  має місце просторова неоднородність поля 
променистості; 
г) часова нестаціонарність поля променистості в кутовому полі приймальної 
оптичної системи при проведенні тривалих діагностичних процедур характери-
зується або зміненням вихідних параметрів однородного поля променистості в 
часі: ,  tmm ii   tii   , I = Ii  i (t) при незміненому положенні оптичної осі 
приймальної оптичної системи, або зміненням морфологічної структури неод-
нородного поля променистості при зміненні положення оптичної осі; 
д) залежність статистичних характеристик випадкових полів променистості 
від фізичної природи їх формування (відбите або розсіяне поверхнею чи гли-
бинними шарами біотканини випромінювання, власне або вторинне індуковане 
випромінювання біотканин) розглянута нами раніше [3].  
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УДК 681.784 
ЕКСПЛУАТАЦІЙНІ ПОХИБКИ АБЕРАЦІЙНОЇ МОДЕЛІ ОПТИЧНОЇ 
СИСТЕМИ ОКА 
 
Шиша Т.О., Чиж І.Г., Національний технічний університет України 
«Київський політехнічний інститут», м. Київ, Україна 
 
Досліджено похибки абераційної моделі ока, які виникають внаслідок природних коли- 
вань температури та атмосферного тиску. Встановлено, що у дволінзової абераційної 
моделі в діапазоні температур 10 оС…30 оС при перепадах атмосферного тиску в межах 
720…770 мм.рт.ст. вказані похибки  є набагато меншими за допустимі 
 
Вступ 
У попередніх роботах авторів було запропоновано дволінзову абераційну мо-
дель (абератор) оптичної системи ока [1 - 3]. Показано її переваги перед іншими 
моделями. Встановлено модальний склад хвильової аберації та діапазони 
амплітуд абераційних мод, які відтворює ця модель. Доведено їх адекватність 
відповідним абераційним модам ока людини. Досліджено технологічні похибки 
моделі і підтверджено технологічну можливість виготовлення моделі з 
номінальними функціональними параметрами в межах допустимих похибок. 
Проте не вирішеним залишається питання про додаткові похибки   
